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Krzysztof JAWORSKI !

CZY LICZBY ISTNIEJ A? REKONSTRUKCJA SPORU
O ISTNIENIE PRZEDMIOTOW MATEMATYCZNYCH

Artykut przedstawia przegdl filozoficznych stanowisk w kwestii sporu o istnie przedmio-
téw matematycznych. W pierwszejeézi zaprezentowana jest genezagpdiczby i liczeb-
naosci, u ktérych podstaw stoi znana z teorii mnéggaelacja réwnolicznéci zbioréw. Na-
stepnie podano krétkie streszczenia stanowisk intaisgycznego i realistycznego w filozofii
matematyki. Wedtug intuicjonistow matematyka to viypewnej funkcjonalngci intelektu,
zyciowej aktywndci rozumu. Zwykle przyjmuje sj ze cena obrony doktryny intuicjoni-
stycznej jest bardzo wysoka (intuicjonizm odrzugadzy innymi nieskaczondg¢ aktualm).
Realizm, zwany réwnie platonizmem, jest stanowiskiem, zgodnie z ktorymsteakcyjne
przedmioty matematyczne istriefiiezalenie od jakiegokolwiek umystu. Centralrczgsé
pracy zajmuje poréwnanie padu realistycznego z antyrealistycznym (intuicjoycznym)
oraz prezentacja argumentow, ktére mogtyby przemarda kadym z tych stanowisk. Omo-
wiono tam mgdzy innymi nominalizm Hartry’ego Fielda (zwany réen fikcjonalizmem),
realizm nominalistyczny Marka Balaguera i stynnygament z niezédncsci” Quine’a.
Wazng cze$¢ artykutu stanowi préba odpowiedzi na pytanie ogzek przyczynowy megidzy
$wiatem przedmiotéw matematycznyckivaatem zjawisk przyrodniczych. Jest to préba od-
powiedzi na pytanie, cz§wiat zostat stworzony wedtug jakiegazoru matematycznego,
ktorego skrawki przez cate wiekinudnie odkrywamy, czy raczej matematyka jest spexyf
nie ludzkim sposobem odczytywarfiaiata i gdyby nie cztowiek, taadnej matematyki by
nie bylo. Na kdcu wysungta jest propozycja nowego sposobecig przedmiotow matema-
tycznych jako ,fenomenalnych” tworéw naszego umystu

Stowa kluczowe: nominalizm, intuicjonizm, konstruktywizm, platonizrticzba, realizm,
fikcjonalizm.

1. WSTEP

Proba odpowiedzi na pytanie ,Czym jest liczba@faisamego rdzenia ontologicznych
docieka dotyczcych swiata. Spér o istnienie przedmiotéw matematycznyohpoczty
juz w staraytnosci, trwa po dz dzieh. Mimo to nie jest on dyskugjatowg czy archaicza
Formutowane scoraz nowsze argumenty na rzeczdeo z maliwych stanowisk. Celem
tej pracy jest syntetyczna prezentacja istoty smwaz sposobéw argumentacji na rzecz
realizmu i antyrealizmu matematycznego. Postawi@pytanie o zwjzek przyczynowy
migdzy $wiatem matematycznym @wiatem zjawisk przyrodniczych. W kou, unikajc
putapek konstruktywizmu, zaproponujemy — jak siydaje — nowy, niestandardowy

1 Ks. dr Krzysztof Jaworski, Uniwersytet Szczeskii, Wydziat Teologiczny, Katedra Filozofii
Chrzécijanskiej; e-mail: kjaw007@gmail.com.
Krzysztof Jaworski, PhD, University of SzczecimcElty of Theology, Department of Christian
Philosophy; e-mail: kjaw007 @gmail.com.
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spos6b pojmowania przedmiotow matematycznych jéagmenalnych” tworéw naszego
umystu.

2. SKAD SIE WZI ELY LICZBY?

Antropolodzy, badagy matematyczne kompetencje cztowieka, zwracajsto uwag
na to,ze naley odr&@ni¢ spontaniczne poczucie numeryczne od abstrakcyju@gowania
liczby. To pierwsze jest wlasitig ludzkiej natury, wyposanej w zdolné¢ liczenia,

i mozna je zauway¢ juz u plemion prymitywnych. Jest ono z@ane z percepgjbezpo-
$redng, ,0odczuwaniem” liczebniei podobnie, jak siodczuwa zapach lub smak. Abstrak-
cyjne ugcie liczby natomiast to juwyrafinowana operacja rozumu. Operacja ta wymaga
pewnego intencyjnego wysitku intelektualnego.

Pierwszymi pajciami numerycznymi, zrozumiatymi dla istoty ludzkibyly pojecia
dotyczce jedndci, pary i wieldci: ,jeden”, ,dwa” oraz ,duo”. Wiele jezykéw, zaréwno
staraytnych, jak i wspotczesnych, wykazuje znamiona tpddstawowych rozednien —
chatby rozr&nienie gramatyczne guzy liczky pojedynca, podwdjry i mnogi. W egip-
skim pgémie obrazkowym czaséw faraondw powtarzano trzy fazysam hieroglif nie
tylko na oznaczenie trzech przedmiotéw, ale rowpie to, by wskazg ze przedmiotéw
tych jest po prostu wiele.

Z kolei w starym¢zyku chihskim pogcie lasu przedstawiano poprzez potréjne powto-
rzenie piktogramu drzewa. Badania wykazaly,cztowiek jest w stanie w sposéb spon-
taniczny, jednym ,rzutem oka” poddiczbe jednego, dwdch, trzech, a nawet czterech
przedmiotéw. Jednak kiedy liczba przedmiotoéw przekracza cztery, unysga zaciem-
nieniu — nie jest w staniegdj w jedno widzianych przedmiotow. Latwo to dostrzgiorac
liczby jeszcze wiksze: widac kosz, w ktorym znajdujecsjedendcie jablek, nie jesteny
w stanie jednym ,ogdem” up¢ tej jedenastkizeby poda liczbe jabtek, musimy je
policzy¢, a to ju wykracza poza naturarzdolnagé numeryczg (ktérade factow pewnej
mierze przystuguje rownieniektérym zwierztom) i wymaga kompetencji matematycz-
nycle.

Zeby lepiej pokazaewolucg pojecia liczby, odwotamy sinajpierw do pewnego eks-
perymentu m§lowego. Wyobramy sobie,ze jestémy cztowiekiem, ktéry nie przeszedt
zadnej edukacji matematycznej — nie wiemy, co tbljesba, czym jest operacja dodawa-
nia, odejmowania, mrenia itd. Powiedzmyze jestémy dzieckiem na tyle dojrzatym, by
rozumie, co s¢ wokoét nas dzieje, ale na tyle niewyksztalconym,niyy wiedzi€ nic na
temat liczenia. Wyobtany sobie nagpnie,ze mamy siostro podobnym stanie dojrzaiz
matematycznej ze mama przynosi nam garorzechow, méwic: ,Podzielcie orzechy
réwno medzy siebie”. Gdybymy potrafili liczy¢, sprawa bytaby prosta — trzeba by wow-
czas policzy wszystkie orzechy, naginie otrzymaa liczb¢ podzielt przez dwa, po czym
odliczy¢ orzechy zgodnie z otrzymanym wynikiem (ewentuabtaxzy bitwe 0 pozosta-
tego orzecha, gdyby pierwotna liczba orzechéw Imjgoarzysta). Jednak w naszym wy-
padku tak si nie da, poniewa— przypomnijmy — nie potrafimy licZy Czy zatem istnieje
sposoéb, by sprawiedliwie podzigbrzechy, nie postugag sk liczbg? Oczywicie tak. Wy-
starczy wysypaorzechy na stot, a ngphie zabier&na przemian po jednym (,raz ty, raz

2 Zob. G. Ifrah,Dzieje liczby, czyli historia wielkiego wynalazRt¥roctaw—Warszawa—Krakow—
Gdaisk 1990, s. 13-15; B. Btek, M. Hohol,Umyst matematyczniKrakéw 2017, s. 42-59.
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ja") az stét pozostanie pusty (ewentualnie st@dajgwe o pozostatego orzecha, gdyby pier-
wotna liczba orzechéw byta nieparzysta). Skutkierkiej operacji jest rowny podziat,
mimo ze nie wiemy, ile mamy orzechéw.

Ten prymitywny eksperyment bymoze niewiele na razie méwi na temat liczby, ale
wyraza jedno z najwaniejszych poj¢ wspoétczesnej teorii mnoga — pojcie réwnolicz-
nosci. Méwimy formalnie,ze dwa zbiory s rownoliczne wowczas, gdy istnieje funkcja
przeksztalcajca wzajemnie jednoznacznie jeden zbiér na drugdrzidwa réwnoliczne
zbiory posiadaj doktadnie ¢ sang liczbe elementow. Okazujegize prototypem liczb byty
pewne wzorce rachunkowe, wykorzygtg rownoliczné¢. Kiedy nie dysponowano jesz-
cze abstrakcyjnym pegiem liczby, prawdopodobnie tylko ustalano wzajesnjédno-
znaczn odpowiednié¢ pomidzy liczonymi przedmiotami a ustalonym wzorcem. iStw
dzano przyktadowaze przedmiotdw jest tyle, ile palcéw, oczu lub récia desce, atozu
dawato jakié konkretne wyobrzenie liczebnéci (wielkosci). Zreszy jeszcze do niedawna
uzywano powszechnie liczydet do wykonywaniandrakich obliczé. Poza tym, nawet
dzis wielu z nas lubi wykonyw@,na palcach” proste czynséa rachunkowe. Z czasem
poszczegolnym wiellkéiom liczebnym zaczo nadawé nazwy. Przyktadowo mag tyle
orzechéw, cogk, mazna powiedzié, ze ma s ,dwa” orzechy. Powiemy: ,»Dwax to tyle,
ile rgk ma zdrowy cztowiek’Zeby to lepiej zrozumig wcielmy sé znowu w dziecko po-
zbawione wszelkich pe§ matematycznych. Czy stowo ,siedem” méwitoby nankale
wiek, gdyby¥my wczeniej nie ddwiadczyli jakieg ,naoczndci” liczby siedem (siedmiu
kamykow, siedmiu uszczypyti w reke czy siedmiu uderzezegara)? Wydaje gize nie.
Siedem trzeba jakgunaocznt” — zobaczy (ustyszé, poczuy). Zanim zrozumiefimy, co
to ,siedem”, ktd musiat nam powiedzée pokazugc jednoczénie siedem palcoéw lub
szczypic nas siedmiokrotnie: ,Siedem to doktadnie »tyledRétem ju sami doszlimy do
wniosku, ze wszystkiego, co jest rowno licznie z »tyle«, jetasnie doktadnie siedem.
Dopiero na podstawie tego wzorca mégly utworzy¢ pojecie liczby siedem, nieodzowne
dla abstrakcji matematycznej. W codziennyyeiu ciagle stosujemy jakiewzorce licz-
bowe. Nikt z nas nie wie ,nha oko”, ile to metr, gath czy kilogram — postugujemyesi
linijkami, zegarami, wagami. Zegarmistrz nie regelina oko” budowanego przez siebie
zegara — potrzebuje jakiegwzorca czasu, zgodnie z ktorym ustawgdkos¢ dziatania
mechanizmu. Peogie liczebnéci §cisle zwiagzane jest z pegiem liczby naturalne;.
W teorii mnogdci méwimy, ze zbidr jest przeliczalny, gdy posiada s&pory liczbe ele-
mentéw (wéwczas miemy w skdczonej liczbie krokdw przeliczyjego elementy) lub jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych (wéwczastjto zbior nieskiczony, ale mo-
zemy poda metod, zgodnie z kt&r ustawimy wszystkie jego elementy vagi— kadej
liczbie naturalnej przyposzikujemy doktadnie jeden element tego zbioru)c€iejliczby
naturalnej jest bodaj najmniej kontrowersyjnymeogm matematycznym. Wspotczesna
matematyka dostarcza jednak wielu przyktadow ligdbpotliwych”, jak liczby rzeczywi-
ste, niewymierne czy urojone. Boie pierwiastka kwadratowego liczby dwa nie jestin
cyjne, poniewa jest to liczba niewymierna — nie d& $&j przedstawi w postaci utamka
zwyk+ego%, gdziem i n bytyby liczbami catkowitymi. Przyhtiona warté¢ pierwiastka
kwadratowego liczby dwa wynosi:

1,41421 35623 73095 04880 ...

Jak wid&, rozwiniccie dziesgtne tej liczby jest nieskmzone, to znaczye jej wartdé
to jeden i cztery dziesfie i jedna setna i cztery tgszne i jedna dziestiotysieczna i tak
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dalej w nieskaczondac¢ (jak wyzej). Liczba ta musi powstawaatem w nieskiczonej ilo-
sci krokéw, poprzez dodawanie coraz mniejszych véart@ drugiej strony pierwiastek
kwadratowy liczby dwa posiada w geometrii konkgetgzemplifikacg — jest to diugél
przelytnej kwadratu o boku dtugoi 1 (co wynika wprost z twierdzenia Pitagorasap-M
zemy narysowé&na kartce taki kwadrat, poprowaélpego przektna i otrzymamy odcinek
diugcéci doktadnie pierwiastka kwadratowego z liczby d@am proces rysowania owej
przelgtnej nie jest przecieprocesem nieska@zonym w czasie — nie odmierzamy na kartce
coraz mniejszych odcinkow. Z jednejewmistrony pierwiastek kwadratowy z liczby dwa jest
jedynka, do ktorej naley w nieskaczonej liczbie krokow dodawacoraz mniejsze warto-
&ci, z drugiej strony natomiast jest to konkretnarsizona wielké¢, ktéra wyraza diugdé
przekytnej kwadratu o boku dtugoi 1.

Innym przyktadem liczby ,nieintuicyjnej” jest lita urojona, czyli taka liczba, ktéra
podniesiona do kwadratu daje:

Co to za liczba? Jak sobie wyobraZi? Jest to trudne (o ile w ogoéle #iove). Kolejny
problem pojawia siw przypadku liczb ujemnych: mpoa sobie wyobrazi,trzy” jabtka,
ale wyobrazi sobie ,minus trzy” jabtka jiigorzej. Te i podobne przykitady sprawiaje
pytanie o status ontyczny liczb staje jgiszcze ciekawsze.

W dyskusji nad istnieniem przedmiotdw matematycinyksztaltowaly si dwa
gtéwne opozycyjne stanowiska: realizm (zwany plaboem) i antyrealizm. Oczyégie,
zadne z nich nie jest jednolite — ama wskazéardzne ich odmiany. W tej pracy postaramy
sie jednak wydoby raczej ogéla ides wspomnianych stanowisk,.nilokonywd szczeg6-
lowej egzegezy.

3. INTUICJONIZM

Pocatkow intuicjonizmu mana doszukiwa sie w poghdach filozofa z Krélewca. Im-
manuel Kant, ktéry nazwat siebie ideajistanscendentalnym, twierdzite dy matema-
tyczne g zawsze gdami apriorycznymi. Ponievi&Kant byt ontologicznym konceptualist
konsekwentnie w filozofii matematyki stat na stamgkm konstruktywizmu, twierdg, ze
warunkiem istnienia obiektow matematycznych jestlmm $¢ skonstruowania ich w ske
czonym ciagu operacji intelektualnych. Zatem wedtug Kantautoyst wytwarza obiekty
matematyczne — liczby istnigfylko w umysle®.

Szeroko pajty konstruktywizm stagt u podstaw intuicjonizmu, ktérego inicjatorem
byt zyjacy na przetomie XIX i XX wieku holenderski matemiatiuitzen Egbertus Jan
Brouwer. Inny czotowy przedstawiciel tego nurtMend Heyting. Wedtug intuicjonistéw
matematyka to wynik pewnej funkcjonakeod intelektu, zyciowej aktywndci rozumu.
Motywacjg przebudowy matematyki w duchu intuicjonistycznyyhabpotrzeba usuecia
Z jej terenu groby sprzecznéci. Brouwer przeciwstawit sizaréwno tezie logicystowe

3 Konstruktywizm jest nurtem obejmaglym kilka kierunkéw, ktérych wspdincech jest wymaog
ograniczenia gido rozpatrywania wytznie przedmiotéw konstruowalnych. Kierunki te jakin
réznig sie w kwestii rozumienia pefia konstruowalngxi i przyjmujg rézne metody konstrukgc;ji.
Do najbardziej znanych wersji konstruktywizmu ralen.in.: intuicjonizm, rozggkiona teoria
typow Russella i Whiteheada, czy konstruktywny fdiema Goodsteina.
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matematyk nalezy sprowadzt w catcci do logiki (teorii mnogéci), jak rownie: postula-
towi formalistow, by matematgktraktowa wytacznie jako ¢zyk ztozony z okrélonych
symboli. Intuicjonici twierdz, ze zdania matematyki to tylko sprawozdania z operacj
przeprowadzonych przez intelektezyk zatem sty wytacznie do komunikowania ndly,
utrwalania czyickh matematycznych idéiKomunikacja matematykéw gdzy soly za po-
moa jezyka shiy jedynie odtworzeniu tego samego procesglawego w r@énych umy-
stach. Zatem matematyki nie da sprowadzt po prostu dogzyka.

Jedn z konsekwencji przggia stanowiska intuicjonistycznego jest odrzucexkisjo-
matycznej metody budowania matematyki. Aksjomatig,\yiemy, czsto po prostu postu-
lujg istnienie pewnych przedmiotoéw, tymczasem — zdanremicjonistOw — nie mge ist-
nie¢ cos tylko na zasadzie postulatu. O przedmiotach matgamaych maemy mowé do-
piero wtedy, gdy zostarskonstruowane. Zgodnie gites, nalezy wiec odrzuct istnienie
obiektéw zwizanych z nieskiiczondcig aktualr, czyli na przykiad istnienie nieskozo-
nego zbioru wszystkich liczb naturalnych. Umystdkidhie jest w stanie skonstruoivea-
kiego zbioru, poniewaliczb naturalnych, jak wiemy, jest niesiazenie wiele, wic zeby
je wszystkie skonstruowapotrzeba nieskzonego czaswaden umyst ludzki nie ma
tyle czasu, by skonstruowabidr wszystkich liczb naturalnych. Zgodnie z infjanizmem
nie ma te ani zbioréw nieprzeliczalnych, ani liczb kardynath pozaskaczonych innych
niz alef zero. Jak wida cena obrony doktryny intuicjonistycznej jest bardvysoka. In-
tuicjonizm nigdy nie zagpit matematyki klasycznej. Mimo to nawet §lgst on koncepaj
interesujca i godry uwagpf.

3. REALIZM

Realizm w filozofii matematyki, zwany platonizmejest stanowiskiem, zgodnie z kt6-
rym abstrakcyjne przedmioty matematyczne isinézalenie od jakiegokolwiek umystu.
Jest to wgc poghd skrajnie opozycyjny do intuicjonizmu. Platonizenktérym méwimy,
nalezy wyraznie odré@ni¢ od oryginalnej historycznej filozofii Platona. Qewiscie, plato-
nizm wyrést z plataskiej koncepcji abstrakcyjnych i odwiecznych formy jednak ter-
minu ,platonizm” kedziemy wywaé precyzyjnie na okidenie filozoficznego stanowiska,
bedacego koniunkej trzech nasgfpujacych stwierdza”:

* istniejg przedmioty matematyczne,

* przedmioty matematyczne abstrakcyjne (tzn. nigg€£zasowo-przestrzenne),

* przedmioty matematyczneg siezalene od ludzi, ichgzyka, myli i aktywnosci in-

telektualnej (tzn. liczby, zbiory czy funkcje isahjby nawet wtedy, gdyby nie istniat
zaden mylacy agent].

4 A. Heyting,Die intuitionistische Grundlegung der MathematjErkenntnis” 2 (1931), s. 106.

5 R. Murawski Filozofia matematyki. Zarys dziejo®ozna 2008, s. 83.

6 Zob. R. lemhoff]ntuitionism in the Philosophy of Mathemat[eg: The Stanford Encyclopedia of
Philosophy (Winter 2016 Edition) https://plato.stanford.edu/entries/intuitionism/#¥Awetint
(dostp: 20.07.2017 r.).

7 Zob. @. LinneboPlatonism in the Philosophy of Mathematjes] The Stanford Encyclopedia of
Philosophy (Summer 2017 Edition), https://plato.stanford.edtries/platonism-mathematics/
(dostp: 20.07.2017 r.).

8 Niektorzy od platonizmu od#fiaja stanowisko pokrewne, zwane antynominalizmerzellaomi-
nalizm rozumielibymy klasycznie jako pogtl, zgodnie z ktérym nie istniggadne abstrakcyjne
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Jednym z najwaniejszych etapow rozwoju platonizmu we wspoétcze fitajofii mate-
matyki g dokonania Gottloba Fregego, ktéry w swoim stynrdaieleDie Grundlagen der
Arithmetikpodjat si¢ miedzy innymi zadania zdefiniowania goja liczby.Frege odrénit
dwa bliskoznaczne terminy: ,Zahl” i ,Anzahl”. Piesaego z nich iyt na oznaczenie liczb
rozumianych jako pewne przedmioty idealne (na peryk3, 4 i 5 g liczbami w tym wia-
$nie znaczeniu), drugi rozumiat jako liczelébe- moc zbioru, liczekardynala®. ,Anzahl”
jest wedtug Fregego predykatem drugiegg@ltz orzekanym o pegiach pierwszego ezu.
Poszczegolne liczebniki traktowat on natomiast jaleawy wtasne liczb-przedmiotow,
a nie jako predykaty. Odr&nienie atrybutywnego i rzeczownikowego traktowditiaby
Frege zobrazowat potocznym przyktadem, wskazug wyrazenie ,bkkitny” odrézniamy
przecie wyraznie od wyraenia ,kolor nieba”. W pierwszym przypadku mamy dgyrie-
nia z wkasnécia, predykatem (x jest bekitny”), w drugim — z ,,rzeczownikowym” giciem
biekitu. Zatem wypowiadaf zdanie ,Niebo jest bkitne”, wskazujemy na wlasiénieba,
jaka jest bekit. Ale juz w zdaniu ,Bkkit to kolor nieba” termin ,lgkit” nie petni roli pre-
dykatywnej, a wskazuje na jakjabstrakcyjny) byt. Zdaniem Fregego z podpbytuacj
mamy do czynienia w przypadku liczby. Predykatma dwie ¢ce” méwi o liczebnéci
zbioru gk pewnego obiektu, na przyktad ,Adam ma dwiece”. Natomiast samo stowo
~.dwa”, traktowane rzeczownikowo (jak na przykladzdaniu ,Dwa jest liczp parzyss”),
jest nazw wiasry pewnego bytu idealnego — liczby dwa. Zatem licgBgest pews wia-
snascig talii kart — jej liczebnécig (Anzah), z kolei liczba 460 jest liczebkcig (Anzah)
postéw na Sejm Rzeczypospolitej Polskiej. Z drugtepny same przedmioty zwane ,52”
czy ,460” to obiekty idealneZahl), niezalene od jakiegokolwiek ,nosicield®.

Liczba wkc nie jest bytem wykznie mylowym, subiektywnym, trieig intelektu, ale
jest czyns realnie i niezalenie istniejcym. Frege uwaa, ze podobnie jak astronomia nie
zajmuje s¢ ideami planet, ale samymi planetami, tak maten@atyik zajmuje giideami
liczb, ale samymi liczbami. Liczby jednak mimoze g bytami obiektywnymi, nie &
przedmiotami podlegagymi zmystoni?. Argumentacja Fregego na rzecz istnienia abstrak-
cyjnych i niezalenych bytow liczbowych (zwana argumentagemantyczg) wynika
Z jego ogdlnej koncepcji przedmiotéw abstrakcyjrijcRozumowanie Fregego rma by
wiec sformutowa nastpujacot:

1. Niektére ady matematycznegprawdziwe.

2. Mamy od razu dangteboks struktue ssdéw matematycznych.

3. A zatem istnigj przedmioty kdace wartdciami zmiennych zwizanych wysipu-

jacych w gdach uznawanych przez nas za prawdziwe.

przedmioty, to antynominalizm twierdzitby — praenie —ze istniej pewne przedmioty abstrak-
cyjne. Antynominakci jednak nie uwzajg, ze abstrakcyjnie istnigge przedmioty g niezalene
od myélacego agenta, g antynominalizm jest stanowiskiem nieco stabszghplatonizmu.

9 Zob. G. FregeDie Grundlagen der ArithmetilBreslau 1884, § 18, s. 24-25.

10 Zob.ibidem § 106, s. 115-116.

11 Wiecej na temat ewolucji Fregowskiej koncepciji liczb(. BeslerGottlob Frege o liczbie. Przy-
czynek do oksgenia roli, jakg dla filozoféw petni historia matematykZagadnienia Filozoficzne
w Nauce” 53 (2013), s. 133-164.

12 Zob. G. FregeDie Grundlagen der Arithmetik..§ 27, s. 36-37.

13 Zob. M. DummettFrege. Philosophy of Languagiew York, Evanston, San Francisco, London
1973, s. 471-511.

14 B. Brazek, M. Hohol,Umyst matematyczny,. s. 169-172.
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Owa ,gkboka struktura” gdow jest nawgzaniem do koncepciji Russelfa Jako przy-
kltad rozwamy zdanie ,Kada liczba parzysta jest podzielna bez reszty @22eRowyzsze
zdanie, nal&ce do teorii matematycznej, uznajemy za prawdzReeprzetgeniu go na
jezyk logiki pierwszego ru, otrzymamy koniunkej ,Istnieje takiex, ze x jest liczly
parzysy i (dla kazdego x: jezeli x jest liczky parzysi, to x jest podzielne bez reszty
przez 2)"

Ax: P(x) A [Vx: P(x) » D(x)]

Pierwszy czynnik tej koniunkcji niesie zob@a@nia ontologiczne — méwi o istnieniu
przynajmniej jednej liczby parzystej. Drugi czynijik takich zobowizan nie wypowiada
— przedstawia jedynie pewmvtasna¢. Uznalsmy wczéniej t¢ koniunkcg za prawdzivg,

a warunkiem prawdziwdei koniunkcji jest prawdziwg wszystkich jej czynnikéw, zatem
wyrazenie: ,Istnieje takiec, ze x jest liczky parzyss” musi by¢ prawdziwe. Z tego wynika,
ze liczby parzyste istnigj(a przynajmniej istnieje jedna taka liczba).

4. REALIZM CONTRA ANTYREALIZM

Jak powiedziefimy, platonizm (realizm) i intuicjonizm (antyrealizrsy stanowiskami
skrajnie opozycyjnymi. Kade z tych stanowisk znajduje pawwgch zwolennikéw péréd
filozofow matematyki. Ostre opowiedzenies i0 ktore§ ze stron zawsze wé grozi
bedzie solidnie uzasadniarkrytyka ze strony przeciwnej. Celem tej pracy jest nie tyl
przekonanie czytelnika do ktdfegf omawianych opcji, lecz prezentacja argumentékigj
mogtyby przemawi&na korzy¢ kazdej z nich.

Wydaje s§, ze spdrod dwoch wymienionych koncepcji intuicjonizm jesardziej
ugruntowany antropologicznie. M&ya ,bardziej ugruntowany” mamy na glyto, ze
lepiej odpowiada on sposobowi, w jaki cztowiekagsi pogcie liczby. Jak pokazdliny,
abstrakcyjne pefie liczby ksztattowato siw procesie ewolucji od naturalnego ludzkiego
poczucia numerycznego, poprzez wzorce numeryczageoma réwnolicznai. Liczba
wiec w tym ugciu to jedynie konstrukt intelektu, a matematyk jeist cztowiekiem, ktéry
wyptywa niczym odkrywca na matematyczny ocean, ddgphizowa nieodnalezione ded
obszary, lecz po prostu te obszary w swoim inteéekicnigdzie indziej) dopiero stwarza.
Na korzy¢ takiego stanowiska mogtoby przemaévidynne zdanie, od ktérego rozpoczyna
si¢ ogrom wspoétczesnych dowodow matematycznych: ,Niectbedzie ...”. By maze
wigc matematyk wypowiadagy stowa ,Niechx bedzie liczly naturala” stwarza liczlg
naturala dokfadnie tak jak samo, jak Bog wypowiaqtaj stowa ,Niechaj s stanie
Swiattos¢” stworzyt dzieh.

Intuicjonizm wyrdst z filozofii Kanta, a Kant — kawiemy — dokonat ,kopernika
skiego” przewrotu w krytyce poznania. Przekonywati@ nasz rozum zawsze wyprzedza
doswiadczenie, stawiaf pytania i jakby ,zmuszag” przyroct, by na nie odpowiadafa
Zatem by maze nasz matematycznie wypasay umyst odczytujeéwiat liczbami, ale
Swiat sam w sobieadnych liczb nie potrzebuje? Znaczyloby#e,zjawiska przyrodnicze
maozna opisywa jezykiem matematyki i cztowiek rzeczysdie opisujeswiat w ten sposob,

15Zob. B. RussellDn Denoting ,Mind” 14 (1905), s. 479-493.
16|, Kant,Krytyka czystego rozumti 1, Warszawa 1957, s. 26-28.
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lecz dzieje i tak nie dlategoze cztowiek odkrywa véwiecie jakig niezalene byty licz-
bowe, ale dlategaie matematycznie wypogany intelekt poznac naktada na otaczap
go rzeczywistéc liczbowg siatle.

Duzo ostrzej spragstawia Hartry Field. Twierdzi orze nie tylkoswiat nie potrzebuje
liczb (i jest ich rzeczywvitie pozbawiony), ale réwnieze liczby nie nalea nawet do na-
szego umystu. Jest to wersja plyl nominalistycznego, zgodnie z ktérym przedmidity-a
trakcyjne nie istnigj. Field jest autorem stynnej kgki mowigcej o swiecie bez liczP.
Przedstawit tam odwag koncepcg, w ramach ktérej dla mechaniki newtonowskiej sfor-
mutowat aksjomatyczny system, nie odwaky sk w zaden sposob do pgdjliczbowych,

a jedynie do pewnych geometrycznych relacgdriy punktami fizycznymi. Ponadto wy-
sunyt hipotez, ze matematyk mozna catkowicie oderwaod nauk przyrodniczych, traktu-
jac jej zdania jako falszywe z punktu widzenia fizyétha® by¢ moze prawdziwe w ramach
pewnej teorii matematycznej. W zygku z tym matematyka musi byylko fikcjg — cha@
fikcjg uzyteczry, poniewa dzieki niej mazna tatwiej opisywa zjawiska przyrodnicze.
Wjtowicz pisze: ,Field deklaruje sjako nominalista. Wedtug niego obiekty abstrakeyjn
(w szczegOlnéci matematyczne) nie istnigjteorie matematyczne Za&s pozbawione
przedmiotowego odniesienia i stangyédynie utyteczne nargzia — wygodne wyciu
fikcje. Zdania matematyczne nie wyeds zatem prawd na temat rzeczywisto Ich rola
jest inna: matematyka jest jedynie n@lziem, bez ktérego konstrukcja teorii fizycznych
bytaby trudniejsza i bardzigimudna, ale jednak natiwa”'8 Std whasnie stanowisko
Fielda nazywa sifikcjonalizmem. Jego koncepcja spotkakazaréwno z glosami uznania,
jak i z licznymi uzasadnionymi polemikami.

Nieco tagodniejsze stanowisko prezentuje Mark Gada, ktdrego mmna zaliczy do
realistdw nominalistycznyéh Uwaza on,ze naley odr&ni¢ dwa rodzaje trei teorii ma-
tematycznych. Pierwszy rodzaj to &enominalistyczna, czyli to, co dana teoria méwi
o swiecie. Na przyktad mechanika kwantowa waagewne fakty fizyczne, wykorzystaj
przy tym aparatgrmatematyczp Na tej zasadzie zdanie , Temperatura badanejgiegz
nosi trzydziéci pig¢ stopni Celsjusza” wyta pewien fakt fizyczny — wykorzystujegsi
pewny liczbe rzeczywisi (obiekt matematyczny) do opisu temperatury (zjaaiizycz-
nego). Drugi rodzaj téei to tre¢ platonistyczna, czyli to, co dana teoria méwi diso
samej. Wypowiadaf: proste zdanie ,Kala liczba parzysta jest podzielna bez reszty przez
dwa”, nie méwimy ozadnym zjawisku fizycznym, lecz o pewnej cesze alisyjnego
obiektu, jakim jest liczba. Balaguer twierdzé w przypadku teorii naukowych prawdziwa
moze by tylko nominalistyczna teg tych teorii, natomiast téé platonistyczna jest zawsze
fatlszywa. Innymi stowy, prawdziwe me by to, co teorie méwgi o swiecie fizycznym,
natomiast to, co méwio swiecie matematycznym, jest zawsze fatsz3fwe/ tym punkcie
Balaguer réni sie wyraznie od Fielda, ktory twierdzit — odwrotnieze kazda wypowied
matematyczna jest falszywa z punktu widzenia fizgkia® prawdziwa w ramach teorii
matematycznej.

Najbardziej radykalnym ruchem Fielda byt cios wgiament z niezédnasci”, sformu-
lowany przez Quine’a, idalacy jednym z najeizszych dziat obronnych realizmu matema-
tycznego. Trudno zaprzeazyemu,ze matematyka jest weaym elementem wszelkich

17H. Field,Science without Numbers. A Defense of Nominaltew Jersey 1980.

18 K. Wojtowicz, Spér o istnienie w matematyd&/arszawa 2003, s. 48.

19Zob. M. BalaguerPlatonism and Anti-Platonism in Mathematid&ew York, Oxford 1998.
20 7Zob.ibidem s. 131.
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teorii z zakresu fizyki. Quine gtosit teo jedndci calej wiedzy: zaréwno potocznej, jak

i naukowej, matematycznej czy filozoficznej. Wiedzedtug Quine’a tworzy steprzeko-
nan, to znaczy wszystkie przekonanipze soly powigzane. Kade nasze przekonanie jest
jakos zalezne od kadego innego — réwniewiedza filozoficzna nie jest niezalea od nauk
szczegotowych. Na sieci przekdngawieszony” jest nasz cdlciowy obrazswiata. Nie
mozna zatem bezkarnie usiénmatematyki z teorii naukowych, w szczegditiaz teorii
fizycznych. Matematyka jest niegina w nauce — oto gtéwny postulat argumentu Quine’a
na rzecz realizmu.

Wedtug Quine’a punktem wigia teorii fizycznych g zawsze jakiedane empiryczne.
Dane te s obserwowalne, poniewaaleza do makréwiata — takiegdwiata, ktory maemy
(samodzielnie lub za pomgpstosownych przyuddw) zaobserwowa Na podstawie da-
nych empirycznych naukowcy twarpewne teorie, ktérych elementami mdgy¢ juz nie
tylko przedmioty obserwowalne, ale rowhnigrzedmioty teoretyczne, czyli takie, ktérych
zaobserwowasie nie da (na przyktad elektrony lub pola grawitagyjn

Postulowanie istnienia przedmiotéw teoretycznytin nie mazadnych empirycznych
swiadectw ich istnienia, wynika najeiej z samej teorii — tego typu przedmioty zwykle
upraszczajteork. Quine uwaa,ze postulatywny charakter przedmiotow teoretyczmjieh
podwaa ich realnéci. Co wkcej, twierdzi on nawetze wszystkie przedmioty teorii
naukowej § w pewnym sensie przedmiotami teoretycznymi zeake przedmioty, ktérym
W rzeczywistéci pozagzykowej odpowiadajrzeczy obserwowalne (ciata): ,Postulowanie
molekut r@&ni sic od postulowania zwyktych ciat tylko stopniem kofkpkji”?t. Musi to
0znacza, ze przedmiot matematycznyeycy w tym sensie przedmiotem teoretycznym),
istnieje tak samo, jak key inny przedmiot teorii naukowej. Taki padlwynika zapewne
z Quine’a koncepcji istnienia, zgodnie z ktdrie ma r@nych sposobdéw istnienia — dany
obiekt po prostu istnieje albo nie istnieje. Przedymog, sie rézni¢ wkasngciami, ale nie
réznig sie nigdy sposobem istnienia.

Duza role w koncepcji Quine’a odgrywa kwantyfikacja. Wskazjna, gdzie w danej
teorii pojawia s} obiekt postulowany. Wskaikiem ontologii jest kwantyfikator egzysten-
cjalny. Skoro w zasgu kwantyfikacji znajduj sic przedmioty matematyczne, to nate
uzn& ich istnienie, natomiast zdania odngrsz se do tych obiektéw naley uzna za praw-
dziwe??. Quine opowiada siza referencjalp interpretaci kwantyfikatora egzystencjal-
nego. Zgodnie zitinterpretacj, wyrazenie ,3x: ¢(x)” jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy,
gdy w dziedzinie przedmiotowej, w ktorej interpnetmy jest danyezyk, znajduje si
obiekt o wkasnéci ¢. Kryterium istnienia przedmiotu jest zatem fale,0 tym przedmiocie
moéwi jakies wyrazenie egzystencjalne, a ,fakte obiekty matematyczne manne wia-
snaci niz znane nam z codziennegosdiadczenia makroskopowe obiekty fizyczne, nie
stanowizadnego powodu, aby odmawiam istnienia®s,

Podsumowujc, Quine uzasadnia istnienie przedmiotéw matemafyeiz w taki sam
sposOb, w jaki uzasadnia istnienie dowolnego typiekdéw postulowanych w ramach
teorii empirycznych.

21 W.V.O. QuineGranice wiedzy i inne eseje filozoficzWéarszawa 1986, s. 75-76.

22 W.V.O. QuineO tym, co istniej¢w:] idem, Z punktu widzenia logiki. Dziewd esejoéw logiczno-
-filozoficznych Warszawa 2000, s. 29-47.

23 K. Waéjtowicz, Spor o istnienie w matematyce s. 31-32.
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5. ZWIAZEK MATEMATYKI ZE  SWIATEM

Czy matematyka odwzorowugeviat, ktory jest nam dogbny, czy mae toswiat od-
wzorowuje jalgs (genetycznie pierwgz matematyk? To pytanie przypominzartobliwy
problem: co bylo pierwsze — kura czy jajo? Gmyat zostat stworzony wedtug jakiego
(zapewne skomplikowanego) wzoru matematycznegaegtd skrawki przez cate wieki
zmudnie odkrywamy, czy raczej matematyka jest spexnyie ludzkim sposobem odczy-
tywaniaswiata i gdyby nie cztowiek, taadnej matematyki by nie bylo? Czwiat jest
wihasnie taki, jaki jest, poniewaksztattuy go prawa matematyki, czy — odwrotnie — mate-
matyka jest wignie taka, a nie inna, poniewavyczytujemy” ja zeswiata?

Znany fizyk, noblista Eugene Wigner w swoim artigkna temat relacji nadzy fizyka
a matematyk wygtasza teg, ze pogcia matematyczne znajdupastosowanie dio dalej
niz tylko w kontekicie matematycznym: ,Cud stosowedj¢zyka matematyki w formuto-
waniu praw fizyki jest wspaniatym darem, ktérege mzumiemy, ani na ktory nie zastu-
zylismy”24. Na potwierdzenie tej tezy podaje przyktad zacaietp z fizyki. W roku 1925
trzech fizykéw — Werner Heisenberg, Max Born orasdual Jordan — stworzyto tzw. me-
chanile macierzow, bedaca pierwszym petnym i spojnym opisem mechaniki kwargp
Born zauwayt, ze pewne reguty obliczeniowe, dostarczone mu przsgetnberga,asfor-
malnie identyczne z regutami matrycowymi, ustalonygm duzo wczéniej przez matema-
tykow. Mozna zatem wyegigng¢ wniosek: matematycy wyprzedadjzykow i ,kierowani
poczuciem matematycznegckma tworz formalne struktury, ktére gaiej s3 przydatne
fizykom, pomimo % nie byly tworzone z takintencp”?®. Tego typu przyktadéw nima
pod& wiecej. Poza tym niektére obiekty matematyczne spiawisazenie, jakby zyly
wlasnymzyciem”: zbiory Mandelbrota (fraktale), metryka Latea. O tej ostatniej opo-
wiada Heller: ,Gdy wniknie siw geometryczptres¢ tego obiektu i jego whasioi mode-
lowania$wiata, niezwykté¢ Bozego prezentu stajeestiramatycznie widoczn#. Heller
nie ukrywa tegoze ma silne poczucie ,otrzymania” struktury Lorent@azbiorze Mandel-
brota pisze z kolei Roger Penrose: ,Zagaéwndcig zbiér Mandelbrota nie zostat wymy-
Slony przez cztowieka. Zbioér ten nalew sposéb obiektywny do samej matematykéliJe
w 0gdlle ma sens mowienie o istnieniu zbioru Manag# to nie jest on jak forma ist-
nienia w naszych umystach, poniemmkt nie jest w stanie zdasobie sprawy z jego nie-
skonczonej r@énorodndci i nieograniczonej komplikacj#”. Te i inne przyktady przema-
wialyby za stuszngeia platonizmu — uczony nie tworzy, lecz odkrywa jstniejace przed-
mioty matematycznegiwiata. Innymi stowy, matematyk pisze wzory, lecicegiciej nie
zastanawia gj do czego onedola kiedys przydatne. Zdarza ize po pewnym (nieraz
diugim) czasie wzory te znajdugastosowanie w opisie zjawisk fizycznych. Platonjest
bardzo atrakcyjnym punktem widzeniaspid wspoétczesnych fizykéw: ,Matematyk czysty
nie maze by pewnym dnia ani godziny, kiedy stworzona przegaoie z motywacji czysto
estetycznych — teoria stanie siarzdziem w ekach fizyka®®. Zwolennikami platonizmu
byly najezsze umysty, jak chiby Albert Einstein, ktéry twierdzit: ,Nasze dotyctasowe

24 E. Wigner,The Unreasonable Effectiveness of MathematicserNtural SciencesCommuni-
cations in Pure and Applied Mathematics” 13 (1960)4.

25 S. WeinbergDreams of a final theogyLondon 1993, s. 125.

26 M. Heller, Jak istnieje metryka Lorentzd@:] Spér o uniwersalia a nauka wspétczesneg.
M. Heller, W. Skoczny, Zycinski, Krakéw 1991, s. 28.

27 R. Penroselroga do rzeczywistai, Warszawa 2007, s. 15.

28 K. Wadjtowicz, Spér o istnienie w matematyce s. 291.
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doswiadczenie potwierdza przekonanige, natura jest realizachajprostszych idei mate-
matycznych. Jestem przekonang,mazemy odkry przy pomocy czysto matematycznych
konstrukcji pogcia i prawa, ktére stanowklucz do rozumienia zjawisk przyrody?

Jednak czy platonizm to jedyne stanowisko, ktést yv stanie dobrze wyjai¢ przy-
stawanie matematyki doviata zjawisk przyrody? Probag to rozstrzygeé, postawmy trzy
pytania:

1. Czy istnieje matematyka?

2. Czy byty matematyczne stanawirzyczyre zjawisk przyrodniczych?

3. Jak istnieg byty matematyczne?

Odpowied na pierwsze pytanie wydaje siczywista: tak, matematyka istnieje, ponie-
waz jest fenomenem, ktéry wykaie nam s jawi, mimoze nasze stanowiska w sporze
0 istnienie przedmiotéw matematycznych mdoy¢ skrajnie réne — maemy r&nié¢ sie
co do tego, ,jak” istnieje matematyka, ale tee’, matematyka istnieje, raczej nie podlega
dyskusiji.

v

y

Rys. 1.

Przechodzc do odpowiedzi na drugie pytanie, przywotajmy pyashemat, przypomi-
najcy rysunek wspétczesnego fizyka Chena Ninga Yanga (). PoleF oznacza na nim
Swiat przedmiotéw fizycznych, natomiast pdfeoznaczawiat przedmiotow matematycz-
nych.

Nic nie stoi na przeszkodzie, Bwiaty M i F byly nieskaiczone. Jaka jest zale
nos¢ pomidzy tymi §wiatami? Ot@ mazna rozpozné& empirycznie pewien fragmerft
Swiata F, a nastpnie stwierdzone w nim prawidtoéa uja¢ w matematycznforme — tak
zwykle czynj fizycy. Proces ten obrazuje cienka strzatka naty#\le mana te: wyod-
rebni¢ pewien fragmenin $wiata M i stwierdzt jego ,podobiéstwo” do fragmentuf
Swiata F. Jest to podobisstwo tak narzucage sé, ze nieraz trudno uzige za zwykly
przypadek: na przyktad trudno uzZndy proporcje w ukifadzie topatek szyszki, czy erar
w kwiecie stonecznika, odpowiadag doktadnie gigowi Fibonacciego, byty czystym
przypadkierd®. To wiedzie nas ku przekonanite fragmentf jest jaks$ realizacy frag-
mentum, tak jak fizyczna budowla, rozpoznawalna empiryezmealizuje abstrakcyjne

29 A. Einstein,0On the Method of Theoretical PhysigBhilosophy of Science” 1 (1934), s. 167.
30 |, Stewart,Liczby natury. Nierealna rzeczywistomatematycznej wyobfai, Krakéw 2017,
s. 161-169.
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wyliczenia projektu architekta. Ten kierunek synibgje gruba strzatka na rys. 1. Mime
nazywamy go platonizmem, 2di sie on od oryginalnych pogtléw Platona tymze dla
staraytnego filozofaswiat F byt tylko kiepsk ,kopig”, nieudolnym néladownictwem
dwiata M, natomiast dla wspotczesnych platonistow poszdmegfragmentyswiata F
mog by¢ dokiadm, precyzyjm realizacy odpowiadajcych im fragmentdwswiata M.
W tej precyzji tkwi widnie sita argumentu na rzecz platonizmu — jak piggner, ,niedo-
rzeczn skuteczné& matematyki” w opisywaniu przyrody trudno nazwazypadkiem. Po-
twierdza to Penrose, stwierdgaj ,[W] wielu przypadkach owo pragnienie matematycznej
spéjnaci i elegancji prowadzi nas do odkrycia @bj struktur matematycznych, ktére, jak
sie okazuje, ujmuj zagadnienidwiata fizyki w sposob gbszy i bardziej rozlegtly, nitego
pocatkowo oczekiwaBmy. Czasem sprawia to wenie, jakby sama Natura kierowata si
wymogami elegancji i spojdoi, podobnymi do tych, ktére stegunatematycznym rozu-
mowaniem®,

Czy jednak rzeczyvcie gruba strzatka z rys. 1 musi fokolwiek wspolnego z przy-
czynowdcia? Czyswiat matematyczny musi Bykoniecznie wzorcem dléwiata fizycz-
nego? Oczywicie, taki scenariusz jest vy, a nawet atrakcyjny, na przyktad w wyja-
$nianiu poradku we wszectwiecie, stworzonym i rdzonym przez rozumanistot wyz-
sz (boga). Jednak wydajezsiownie uprawniony pogt, ze gruba strzatka na rys. 1 wyea
tylko podobidistwo, zbignos¢, ale nie przyczynows. To z kolei pozwala nam moivi
0 wystpowaniu przypadku: fragmentwiata F przystaj jakas do fragmentévéwiata M,
aleswiat M w zaden sposéb nie warunk§@iataF. To,ze blaszki w szyszce uktadagie
tak, jakby realizowaly tajemniczy projekt zapisamygiggu Fibonacciego, wcale nie ozna-
cza,ze musz one jakikolwiek projekt realizowta To maze by zwykly przypadek, jak
analogia mjdzy rysami twarzy sobowtorow, ktéra wcale nie migiot niekiedy mae)
swiadczy¢ o jakimkolwiek zwizku przyczynowym meidzy nimi. Jest to, co prawda, zadzi-
wiajgce, spektakularne, ale t@by zwyczajnie przypadkowe.

Jeli starelibysmy na stanowiskuze $wiat bytdbw matematycznych nie przyczynuje
$wiata bytoéw fizycznych, to moglidyny zad# pytanie, co z cierkstrzatlg z rys. 1. Czy
obserwacjgwiata fizycznego ksztaltuje nasmatematyk? Czy matematyka bytaby inna,
gdyby inny bykwiat?

Tak st sklada,ze prawa matematyczne powstajajczsciej w oderwaniu od — na-
zwijmy to — ,bazy empirycznej”. Matematycy formudlgwoje teorie bez wkszej refleks;ji
nad tym, do czegochizie je mana pé&niej zastosowa (o ile w ogéle bdzie je mana do
czegokolwiek stosow. Istnieje wiele matematycznych p6; ktére nie posiadgjodpo-
wiednikdw wswiecie fizycznym (np. idea nieskozondci). Czyzby przyroda nie realizo-
wata ,catej” matematyki, ale tylko jej fragment?\Cistnieje jaké ,autonomiczny”, ,nie-
wykorzystany” fragment matematyki, czyli taki fragnt, ktdry nic nie mowi Gwiecie
empirycznym? Elbieta Katuszyiska twierdzi: ,Zamiast poszukiwasposobu, w jaki Na-
tura «nagina gk do naszych konceptéw, czy odzwierciedla idealagematyczne byty,
warto rozway¢ sytuacg odwrotry, w ktorej to nasze umystly ksztattowanepmzez «Na-
ture» w ten sposolye zdolne $ w rozmaitdci zjawisk dostrzec strukteirzorganizowanej
materii kedacej podiazem tych zjawisk, struktgrtworzywa Wszedwiata. Rozwijanie ma-
tematyki nie polegatoby na tworzeniu dowolnych kamscji czy penetracji plattskiego
Swiata idei, ale na poszukiwaniu arystotelesofeeiny w rzeczach, wzorcow, realizowa-

31 R. PenroseDroga do rzeczywistai, Warszawa 2007, s. 59.
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nych w rzeczywistéci na tys¢czne sposoby?. Katuszyiska nazywa to stanowisko arysto-
telizmem.

W tym miejscu warto przywotasubtelne rozrénienie: matematyzowaldé swiata —
matematyczng swiata. Przez ,matematyzowalitd bedziemy rozumieli meliwo$¢ zma-
tematyzowania, czyli opisu za pomanatematycznych teorii. ,Matematyczog” swiata
empirycznego nazwiemy natomiast jego ontyczecle, polegajgca na realizowaniu przez
swiat pewnego abstrakcyjnego matematycznego wzdktcenysl tego rozrénienia mae
warto bytoby rozway¢ tez, zgodnie z ktdy swiat jest matematyzowalny, ale nie matema-
tyczny? To znaczy: pewne fragmegtyiata empirycznego dagsopis&, wzywajac technik
matematycznych, ale matematyka nie jest ,kodemtgeneym” swiata. Taki pogld wy-
daje s¢ rownie silny jak platonizm.

Sprébujmy w¢c odpowiedzié na trzecie pytanie: jak istnigpyty matematyczne? Jaki
jest ,jakasciowo” swiat M przedmiotéw matematycznych? Czysteiat bytéw idealnych,
czy konstruktow m§lowych? A mae to tylkoswiat pozorny, fikcyjny (w stylu Fielda czy
Balaguera)? Gtownym punktem naszej niegénavobec platonikdéw jest przyjmowane
przez nich zalzenie o oddziatywaniu przyczynowywiata idealnego néwiat materialny.
Oczywista¢ tego zataenia wiagnie poddamy zwatpieniu. Nie chodzi jednak o catkowite
odciecie sk od platonizmu — by moze platonizm jest stanowiskiem prawdziwym, ale sta-
nowi raczej przedmiot wiary awiedzy. Ponadto niektére ,ktopotliwe” idee mateyeaine
mozna by obroni chyba take poza platonizmem, przyjmig — powiedzmy — ,fenomeno-
logizujacy” sposéb mylenia. Nic nie stoi na przeszkodzie, by liczby (oaye obiekty ma-
tematyczne) byly tworem umystu. Cena pezyg konstruktywizmu wcale nie musi by
tak wysoka, jak sito zwykle przedstawia. Przeciwnik konstruktywizmwutym miejscu
zawotalby,ze przecie konstruktywizm wyklucza mdiwos¢ konstruowania zbioréw aktu-
alnie nieskéczonych, ktéregwazng czescig wspotczesnej matematyki, na przyktad zbioru
wszystkich liczb naturalnych. Czy rzeczyuie st nie da? Czy rzeczyégie potrzeba
nieskaiczonego czasu, by skonstruavwbior nieskaczony? Chyba nie. Przegieyobra-
zenie sobie (skonstruowanie) zbioru pierwszego mdidiczb naturalnych nie zajmuje
umystowi wicej czasu, i wyobraenie sobie zbioru z jednym tylko elementem. Z filoz
ficznego punktu widzenia przedmioty matematyczneglibgsmy traktowa jak pewne
obiekty fenomenalne — éma wzor Ingardenowskich postaci literackich. Tak Andrzej
Kmicic jest postaai dara nam w catéci, ale posiadapa tzw. miejsca niedopowiedzenia,
gdyz nie posiadamy absolutnie wszystkich szczegétow mdwetki, tak zbiér wszystkich
liczb naturalnych mie by aktualnie dany naszemu umystowi ,w cai, lecz z pewnymi
~miejscami niedopowiedzenia” — nazwijmy je ,obsaaiaozmycia®®. Chodzi o to,ze
umyst aktualizuje, ,uwyrznia” tylko te ,obszary” zbioru liczb naturalnycha ktére akurat
skierowana jest nasza uwaga. Resztgrezmywa”. Jest to jakby zbiér z ,zatartymi grani-
cami”. Obszary rozmyte nalgdo zbioru — umyst ma icdwiadoma¢, ma do nich ,dosgp”

i nie potrzebuje nieskmzonego czasu, by je zaktualizaw#ie jest to niesk@czona¢
potencjalna. B§ moze jest to sposéb na obele zalaen platonizmu.

Czy gdyby z ziemi znikgli nagle wszyscy ludzie, znikfaby réwniez matematyka?
Platonik powiedziatbyze matematyka by nie znildga, bos$wiat jest matematyczny. Od-
powied: pltynaca z tej pracy wydaje gijednak inna — matematyka mogtaby zniknbo

32 E. Katuszyiska, Jezyk a rzeczywistd. Performatywna funkcjaezyka[w:] Filozofia przyrody
wspotczenie, red. M. Kuszyk-Bytniewska, A. tukasik, Krakow 21s. 158.
33 Uzywamy tu stowa ,obszar” bezadnych konotacji czasoprzestrzennych.
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matematyk pojmujemy jako czynn@ umystu. Jednak wraz z hipotetycznym zngaem
matematyki nie zgigtby $wiat, bo jego ontyczne podstawy nie mubz¢ wcale matema-
tyczne, lecz tylko matematyzowalne.
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DO NUMBERS EXIST? RECONSTRUCTION OF THE DISPUTE
OVER THE EXISTENCE OF MATHEMATICAL OBJECTS

The article presents a philosophical survey onptablem of existence of mathematical
objects. In the first part a genesis of the notionsnber” and “plurality” is presented. A basis
of these notions is an equivalence relation whécivell known from the set theory. Then an
outline of intuitionism and realism in philosophf/roathematics is presented. Intuitionists
claim that a world of mathematical objects comely mom human'’s intellect. It is usually
said that the price of defending of intuitionismvexy high (intuitionism rejects for example
an actual infinity). Realism (also known as plataniclaims that all abstract mathematical
objects are independent of the intellect. The rpain of this work deals with the comparison
of the realistic view with the antirealistic onet(iitionistic), together with the presentation
of the arguments for both views. There are presentartry Field and his nominalism
(fictionalism), Mark Balaguer and his nominalistéalism, and famous Quine’s ,indispensa-
bility argument”. The last part of the article is@tempt at answering the question concerning
the causal relationship between mathematical abpedl the world of physical phenomena.
Finally, the article gives a new way to think abowithematical objects as “phenomenal”
products of mind.

Keywords: nominalism, intuitionism, constructivism, platonismumber, realism, factio-
nalism.
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