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MODELOWANIE TARCIA W FAZIE  
ROZRUCHU ŁOŻYSKA ŚLIGOWEGO 

Zagwarantowanie prawidłowej pracy łożyska wymaga znajomości parametrów 

pracy zarówno dla fazy rozruchu, stanu ustalonego jak i wybiegu. W publikacji 

przedstawiono modele łożysk ślizgowych opisujące rozruch, gdy czop się nie obraca 

(ωJ  = 0). Modele te sformułowano wychodząc zarówno z teorii Hertza jak i teorii 

sprężystości. Obliczone parametry pracy z zastosowaniem teorii Hertza oraz modelu 

panewki nierozciętej znacznie się różnią. Dla stanu ustalonego, gdy ωJ = const, wa-

runki pracy wyznaczono z równań hydrodynamicznej teorii smarowania. Badania 

porównawcze wykazują, że przy większych obciążeniach o prawidłowej pracy ło-

żyska mogą decydować naciski w strefie kontaktu czop–panewka a nie maksymalne 

ciśnienia, czy też maksymalne temperatury oleju.  

Słowa kluczowe: łożyska ślizgowe, nośność filmu olejowego, mimośrodowość 
względna, rozkład naprężeń i odkształceń , czop, panewka 

1. WYKAZ WAŻNIEJSZYCH OZNACZEŃ 

a — długość promienia elipsy [m], B — szerokość panewki, CR — luz promie-

niowy [m], CURmax — maksymalny luz promieniowy z uwzględnieniem odkształ-

cenia [m], E – moduł Younga [N/m2], E’ – zastępczy moduł Younga [N/m2],  

F — obciążenie [N], gB — grubość panewki, h — wysokość filmu olejowego [m], 

r — współrzędna promieniowa układu odniesienia [m], p — ciśnienie w filmie 

olejowym [N/m2], R — promień [m], RB1 — promień wewnętrzny panewki [m], 
RB2 — promień zewnętrzny panewki [m], T — temperatura [0C], Ur — odkształ-

cenie w kierunku promieniowym [m], Urr — względne odkształcenie w kierunku 

promieniowym, Uϕ — odkształcenie w kierunku obwodowym [m], Uϕϕ — 

względne odkształcenie w kierunku obwodowym [m], x — współrzędna karte-

zjańskiego układu odniesienia [m], y — współrzędna kartezjańskiego układu od-

niesienia [m], z — współrzędna kartezjańskiego układu odniesienia [m], 2α — 

kąt kontaktu czopa i panewki, η — lepkość dynamiczna oleju [Pa∙s], ν — liczba 
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Poissona, σ — naprężenia [N/m2], σrr — naprężenia w kierunku współrzędnej 

promieniowej [N/m2]. Indeksy: B — panewka stała, H — model Hertza, J — czop. 

2. WPROWADZENIE 

Zjawisko powstawania hydrodynamicznego filmu olejowego jako pierwsi 

opisali N.P. Pietrow [12], B. Towers [16], oraz O. Reynolds [14]. W dalszych 

latach istotny wpływ w rozwój hydrodynamicznej teorii smarowania wnieśli A. 

Sommerfeld [15], G. Vogelpohl [17], W. Kaniewski [4]. Aktualnie badania zwią-
zane są określeniem właściwości hydrodynamicznego filmu olejowego uwzględ-

niającego różne postacie geometryczne szczeliny smarowej [2, 5, 6, 10, 11]. Dla 

stanu, gdy czop obraca się z prędkością ωJ  = const. powierzchnie czopa i panewki 

są oddzielone warstwą oleju (hmin > hlim). Na prawidłową pracę łożyska wpływ ma 

położenie czopa względem panewki. W filmie olejowym ciśnienie w strefie robo-

czej osiąga wartość p = pmax, a temperatura T = Tmax.  

Badania są prowadzone także dla stanu, gdy czop się nie obraca ωJ = 0. Za-

modelowanie warunków pracy w tym przypadku jest złożonym problemem. Pod-

czas rozruchu, gdy czop się nie obraca w strefie kontaktu z panewką występuje 

złożony stan naprężeń. Materiały konstrukcyjne czopa i panewki mają znacznie 

różniące się właściwości. Moduły sprężystości wzdłużnej stopów łożyskowych są 
znacznie mniejsze niż dla stopów stali (EB < EJ), natomiast liczby Poissona dla 

stopów łożyskowych są większe niż dla stali (νB > νJ). Do rozważań związanych 

z opisem zjawisk zachodzących w strefie kontaktu stosuje się metody polegające 

na przyjęciu założeń co do rozkładu naprężeń, czy też rozkładu odkształceń. 
W publikacji przedstawiono modele teoretyczne stanu naprężeń i odkształ-

ceń panewki nierozciętej oraz model naprężeń i odkształceń Hertza. Uzyskane za 

pomocą obu modeli wartości maksymalne naprężeń oraz odkształceń porównano. 

Zbudowano także charakterystykę na której pokazano jak wpływa obciążenie 

na parametry pracy łożyska w fazie rozruchu jak i w stanie ustalonym.  

3. MODEL NAPRĘŻEŃ ORAZ ODKSZTAŁCEŃ HERTZA 

W modelu Hertza (rys.1) w strefie kontaktu powierzchni czopa i panewki [3, 

7, 8, 9, 18] zakłada się elipsoidalny rozkład naprężeń: 
 

( ) axagdziexa
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(1) 

 
Dla przyjętego rozkładu naprężeń wartości maksymalne jak długość odcinka 

kontaktu (2a), maksymalne naprężenia (σmax) i odkształcenia (Umax) wyznacza się 
z równania odkształceń: 
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• zastępczy moduł Younga wynosi: 
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Przyjmując do obliczeń jako wielkość zadaną kąt kontaktu powierzchni 

czopa i panewki (2α) wartości wielkości opisujących parametry pracy łożyska 

podczas jego rozruchu będą wyrażane wzorami:  
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Rys. 1. Geometria, rozkład odkształceń i naprężeń dla modelu Hertza 

Dla tak przyjętego modelu obliczeniowego wielkości wynikowe (F, σHmax, 

UHmax ) są funkcją geometrii powierzchni kontaktu ( )Bz ,ρ  oraz właściwości ma-

teriałowych (E’).  

4. MODEL NAPRĘŻEŃ I ODKSZTAŁCEŃ W STREFIE KONTAKTU 
CZOP PANEWKA NIEROZCIĘTA 

Rozkład naprężeń w strefie kontaktu czop – panewka (rys.2) można wyzna-

czyć także z równań teorii sprężystości przyjmując założenia [7, 9]: 

• powierzchnie czopa i panewki są idealnie gładkie i kołowo - cylindryczne, 

• czop łożyskowy będzie nieodkształcalny, odkształceniom podlegać 
będzie panewka, 

• odkształcenia panewki będą rozpatrywane w zakresie sprężystym, 

• deformacje względne w kierunku zmiennej (r) opisano (rys.2) 

zależnością: 
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Dla przyjętych założeń otrzymuje się zależności pozwalające na wyznacze-

nie grubości, rozkładów naprężeń oraz odkształceń panewki. Wielkości te wyno-

szą: 
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Rys. 2. Stan odkształceń i naprężeń panewki poprzecznego łożyska ślizgowego 

Jak wynika z równań (9 - 18) naprężenia promieniowe ( ( )ϕσ rr  ) są funkcją 

stałych materiałowych (E, ν) oraz odkształceń promieniowych i obwodowych 

(Urr, Uϕϕ). Odkształcenia (Urr, Uϕϕ) są funkcją luzu promieniowego (CR), kąta 

kontaktu (α) i liczby Poissona (ν). Podobnie przyjmując założenie modelowe, że 

panewka jest nieodkształcalna a odkształca się tylko czop można wyznaczyć  
naprężenia i odkształcenia czopa. W tym przypadku wartości długości odcinka  

kontaktu (2a), maksymalnych naprężeń ( BrrJrr maxmax ,σσ ) i odkształceń  

( BrJr UU maxmax , ) czopa i panewki w strefie kontaktu dla materiałów o różnych 

właściwościach materiałowych (E, ν)  przyjmą wartości:

BJBJBJ UUaa maxmaxmaxmax ,, ≠≠≠ σσ .  
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5. PRACA ŁOŻYSKA W WARUNKACH TARCIA PŁYNNEGO 

Właściwości poprzecznych łożysk ślizgowych (rys. 3) w warunkach tarcia 

płynnego, w stanie ustalonym (ωJ = const) można opisać równaniami [1, 4,  

5, 6, 7]: 

• kształtu szczeliny smarowej:  
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• rozkładu ciśnienia w szczelinie smarowej: 
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• rozkładu temperatury w szczelinie smarowej:  
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• Składowych prędkości przepływu w kierunku osi (x) i (z) są opisane 

zależnościami: 
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• lepkości oleju w funkcji temperatury: η = η(T) 
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Rys. 3. Geometria oraz rozkład ciśnienia w poprzecznym łożysku ślizgowym  

zasilanym świeżym olejem z kieszeni smarowej 

Rozwiązanie układu równań (18-21) pozwala na wyznaczenie wielkości po-

zwalających na zbudowanie charakterystyk statycznych i dynamicznych po-

przecznego łożyska ślizgowego [1, 5, 6]. Zbiór parametrów określających właści-

wości łożyska stanowią wielkości: 

• mimośrodowość względna  
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promieniowy, β — kąt położenia linii środków,  
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• maksymalne ciśnienie filmu olejowego: 
 

max max ( , , ),p p x y z=  (25) 

 

• maksymalna temperaturę filmu olejowego: 
 

max max ( , , ),T T x y z=  (26) 
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• minimalna wysokość filmu olejowego: 
 

min min ( , , ),h h x y z=  (27) 
 

6. PRZYKŁAD OBLICZENIOWY 

Badania zostały przeprowadzone w stanie spoczynku dla modeli Hertza oraz 

przypadków, gdy odkształca się panewka lub czop łożyskowy. Geometrię po-

wierzchni przedstawiono w tabl. 1. Natomiast praca łożyska w warunkach tarcia 

płynnego została rozpatrzona dla prędkości ωJ = 78,54 [1/s] (nJ = 750 [obr/min]), 

olej VG150. 

 

Tabela. 1. Przykład obliczeniowy 

Wielkość  

Rodzaj przyjętego do obliczeń modelu 

Model Hertza 
Modele w których  

odkształca się panewka 
lub czop 

RJ – Średnica czopa  [m] 209,745∙10-3 209,745∙10-3 

RB1 – Średnica wewnętrzna panewki [m] 210,00∙10-3 210,00∙10-3 

RB2 – Średnica zewnętrzna panewki [m] - 230,00∙10-3 

B – Szerokość panewki [m] 315,00∙10-3 315,00∙10-3 

EJ – Moduł Yunga materiału czopa [Pa] 2,1∙1011 2,1∙1011 

EB – Moduł Younga materiału panewki 

[Pa] 
0,38∙1011 0,38∙1011 

νJ – Liczba Poissona materiału czopa 0,3 0,3 

νB – Liczba Poissona materiału panewki 0,38 0,38 

2α – kąt kontaktu czopa i panewki [rad] 0,04- 0,33 0,01- 0,23 

 

 

Zbudowano charakterystykę statyczną opisaną przez funkcje: Umax(F), 

σmax(F), pmax(F) hmin(F), Tmax(F). Funkcje te w formie graficznej przedstawiono na 

rys. 4. 
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Rys. 4. Charakterystyka dynamiczna poprzecznego łożyska ślizgowego. Wielkości na rysunku  

odnoszą się do: 1 – czopa, 2 – panewki nierozciętej, 3 – modelu Hertza, 4 – filmu olejowego 

hydrodynamicznego 

7. ANALIZA PORÓWNAWCZA WYNIKÓW BADAŃ 

Analizując przebiegi funkcji przedstawionych na rys. 4 można sformułować 
wnioski: 

• minimalna wysokość filmu olejowego dla ωJ = 78,54 [1/s] maleje wraz 

ze wzrostem obciążenia. Dla obciążenia F = 300 [kN] minimalna 

wysokość wynosi hmin = 82 [µm], 

• maksymalna temperatura filmu olejowego dla ωJ = 78,54 [1/s] rośnie 

wraz z obciążeniem łożyska. Dla obciążenia F = 300 [kN] maksymalna 

temperatura wynosi Tmax = 89 [0C], 

• wartości maksymalnych nacisków podczas rozruchu (ωJ = 0) i maksy- 

malnego ciśnienia w filmie olejowym (ωJ = 78,54 [1/s]) rosną wraz  

z obciążeniem. Obliczone wartości dla obciążenia F = 300 [kN] wynoszą: 
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Model tarcia 
płynnego 

Model Hertza 
Model odkształcalnej 
panewki nierozciętej 

Model odkształcalnego 
czopa  

łożyskowego 
pmax = 6,5 MPa σHmax = 9,0 MPa σBrrmax = 15 MPa σJrrmax = 25,5 MPa 

             -  2a = 133,1 mm 2a = 95,0 mm 2a = 55,0 mm 

 
Przyjęcie do obliczeń modelu Hertza skutkuje znacznie niższymi warto-

ściami maksymalnych naprężeń w stosunku do modelu odkształcalnej nierozciętej 

panewki oraz modelu czopa odkształcalnego, wartości maksymalnych odkształ-

ceń są funkcjami rosnącymi. W przypadku modelu Hertza oblicza się sumę od-

kształceń panewki i czopa łożyskowego. Natomiast za pomocą modeli odkształ-

calnej panewki, czy też odkształcalnego czopa wyznacza się odkształcenia tylko 

czopa lub panewki. Obliczone wartości maksymalnych odkształceń dla obciąże-

nia F = 300 [kN] wynoszą: 
 

Model tarcia 
płynnego  

ωJ = 78,54 [1/s] 

Model Hertza 
ωJ = 0 

Model odkształ- 
calnej panewki 

nierozciętej  
ωJ = 0 

Model odkształ- 
calnego czopa  
łożyskowego 

ωJ = 0 

hmin= 82,3 µm UHmax = 25,5 µm UBrmax = 6,5 µm UJrmax = 2,0 µm 

 
Suma odkształceń czopa i panewki obliczona ze wzorów Hertza jest większa 

od sumy odkształceń obliczonych dla modelu panewki nierozciętej. 

8. PODSUMOWANIE 

Zagwarantowanie prawidłowej pracy łożyska wymaga znajomości parame-

trów pracy zarówno dla fazy rozruchu, stanu ustalonego jak i wybiegu. W pracy 

przedstawiono modele łożysk ślizgowych, które sformułowano wychodząc za-

równo z teorii sprężystości jak i hydrodynamicznej teorii smarowania. Modele te 

pozwalają na obliczenie parametrów pracy w początkowej fazie rozruchu oraz 

stanie równowagi statycznej. 

Dla łożyska ślizgowego o średnicy wewnętrznej panewki D = 0,42 m, obcią-
żenia F = 300 kN, prędkości kątowej ωJ = 78,54 1/s  warunki zachowania tarcia 

płynnego zostały spełnione. 

Do badań przyjęto materiały konstrukcyjne czopa i panewki łożyskowej  

o znacznie różniących się właściwościach: 

• stal dla czopa łożyskowego EJ = 2,1∙1011  Pa, ν = 0,3, 

• stop łożyskowy dla panewki łożyskowej EJ = 0,38∙1011  Pa, ν = 0,38. 

Dla przyjętych modeli obliczeniowych Hertza oraz panewki rozciętej otrzy-

mano znacznie różniące się wartości maksymalnych odkształceń oraz naprężeń. 
Modele te opisują proces rozruchu łożyska, w którym o prawidłowej pracy decy-
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dują dopuszczalne wartości nacisków oraz odkształceń. Stwierdzenie, który mo-

del dokładniej odzwierciedla rzeczywiste warunki pracy węzła łożyskowego pod-

czas rozruchu wymaga dodatkowo przeprowadzenia badań eksperymentalnych. 

Wyniki zostaną przedstawione w kolejnym artykule po przeprowadzeniu badań. 
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